
2011 年全国高中数学联合竞赛加试 

试题参考答案（B卷） 
说明： 

1．评阅试卷时，请严格按照本评分标准的评分档次给分； 

2．如果考生的解答方法和本解答不同，只要思路合理、步骤正确，在评卷时可参考本

评分标准适当划分档次评分，10 分为一个档次，不要再增加其他中间档次． 

 

一、（本题满分 40 分） 

求所有三元整数组 ，使其满足 ),,( zyx
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解 由 ，得 20113333 =−++ xyzzyx

4022])()())[(( 222 =−+−+−++ xzzyyxzyx ．           ①  

因 220114022 ×= 且 ， )2(mod0)()()( 222 ≡−+−+− xzzyyx

所以①等价于        ② 
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对于方程组②，消去 z 得 ， 4022)12()12()( 222 =−++−++− yxyxyx

即 ．                              ④ 67022 =−−++ yxxyyx

（1）若 ，则 15,15 == yx

67064522 <=−−++ yxxyyx ，与④矛盾． 

（2）若 ，则 15,16 ≥≥ yx

670690434256))(1(222 >=+≥+−+=−−++ yxyxyxxyyx ，与④矛盾． 

（3）若 ，则 16,15 ≥≥ yx

670690256434))(1( 222 >=+≥++−=−−++ yyxxyxxyyx ，与④矛盾． 

综上，方程组②无解．  

对于方程组③，因为 ,所以2)()()( 222 =−+−+− xzzyyx |||,||,| xzzyyx −−− 中有两个为

1，一个为 0． 
（1）若 0||,1|||| =−=−=− xzzyyx ，则 zxy ==+1 或 zxy ==−1 ． 
当 时，代入③的第一个方程，无解． zxy ==+1
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当 时，代入③的第一个方程，得zxy ==−1 20133 =y ，解得 670,671 === zxy ． 
（2）若 0||,1|||| =−=−=− zyxzyx ，同理可得 670,671 === zyx ． 
（3）若 0||,1|||| =−=−=− yxzyxz ，同理可得 670,671 === yxz ． 
综上，满足条件的三元整数组为 ．  )671,670,670(),670,671,670(),670,670,671(

 
二、（本题满分 40 分） 

如图，过⊙ 外一点 A 作⊙ 的两条切线，切点分别为 ．点 在线段 的延长

线上，

O O CB, D BC

BCCD
2
1

= ．P 为 AD的中点，过点 P 作⊙ 的两条切线，切点分别为 ，QR 与

交于点

O RQ, BC

E ．点 M 在线段CB 的延长线上， BCBM = ． 为N AM 的中点，过点 作⊙O 的两

条切线，切点分别为 ， 与 交于点

N
KJ , JK BC L． 

证明：（1） 四点共圆；（2）DQRA ,,,
CE
BE

CL
MC

= ． 

 

证明：（1）连接 交 于点OA BC F ，过点 P 作 OAPH ⊥ 于点 H ，则由题意有 ，

． 

OABC ⊥
FHAHCFBF == ,

因为 P 是 △Rt AFD的斜边 AD的中点，所以 PFPDPA == ． 

由 为⊙ 的切线得PRPQ, O PRPQ = ．  
设⊙ 的半径为O r ，则 

2222222222 rHFPFOHrPHOHrOPPQ −−+=−+=−=  

22222 ))(( PFrOFOAPFrHFOHHFOHPF =−⋅+=−−++= ， 

可得 ，于是可得五点 共圆．  PFPQ = DQFRA ,,,,
（2）由相交弦定理有 CEBEQEREFEDE ⋅=⋅=⋅ ． 

又 由 及

可得 ．  

2222 ))(( CFEFEFCFEFCFEFCEBEEFEFDEEFDF =+−+=+⋅=+⋅=⋅

CFBC 2= EFDFBC ⋅= 42

故有
EF
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= ，即
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，故 3==
DC
DB

CE
BE

，所以 ． CEBE 3=

同理可得
2
1

==
CM
BM

CL
BL

，故 CLBL
2
1

= ，从而 CLMC 3= ． 

因此，
CE
BE

CL
MC

= ．  

 
三、（本题满分 50 分） 
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设实数 ，且满足 ，求 的最

大值． 

1,, ≥cba 2844222 222 =−+−−++++ cbacbcacbaabc cba ++

证明  由已知等式可得， 16)1)(1(
2
1)1()1( 222 =+−++++− cbacba ．           ① 

令 ，则1,1 +=′−=′ bbaa 1,1 −′=+′= bbaa ，则①式等价于 

16
2
1222 =′′++′+′ cbacba ．                         ②  

易知 ． 4},,min{ <′′ cba
令 ，则cbal +′+′= lcbacbacba =+′+′=+++−=++ )1()1( ． 

设 ，则 cbaxaccbbalxxcxbxaxxf ′′−′+′+′′+−=−′−′−= )())()(()( 23

cbacballf ′′−×
+′+′−

+⋅−= 4
2

)(44)4(
2222

23 )
2
1(221664 2222 cbacball ′′++′+′−+−=  

321623221664 22 +−=−+−= llll ．    
当 },,min{ cbax ′′> 时，由平均值不等式得  

3)3(
27
1))()(( lxcxbxax −≤−′−′− ，                   ③ 

所以 3)12(
27
1)4)(4)(4()4( lcbaf −≤−′−′−= ． 

从而 32 )12(
27
132162 lll −≤+− ，  

整理得  ，即 ，所以 ．  0322718 23 ≤×−+ ll 0)24624)(6( 2 ≤×++− lll 6≤l

③式中等号成立的条件是 cxbxax −=′−=′− ，即 cba =′=′ ，代入②得 ． 2==′=′ cba
因此，当 2==′=′ cba 时， 6max =l ． 
所以 当 2,1,3 === cba 时， 6)( max =++ cba ．  
 
四、（本题满分 50 分） 

给定 个不同实数，其所有全排列组成的集合为 ，对于 ，若恰有两

个不同的整数 使得 成立，则称该排列为“好排列”．求 中

“好排列”的个数． 

n nA nn Aaaa ∈),,,( 21 L

}1,,2,1{, −∈ nji L 11 , ++ >> jjii aaaa nA

解 首先定义： 
对于 A 中的一个排列 ，如果满足),,,( 21 naaa L naaa <<< L21 ，则称该排列为自然排列． 
对于 A 中的一个排列 ，若有整数),,,( 21 naaa L }1,,2,1{ −∈ ni L ，使得 ，则称 和

构成一个“相邻逆序”． 
1+> ii aa ia

1+ia
对于 ，如果它恰有一个“相邻逆序”，则称该排列为“一阶好排列”，Aaaa n ∈),,,( 21 L A

中所有“一阶好排列”的个数记为 ；如果它恰有两个“相邻逆序”，则称该排列为“二

阶好排列”，

)(1 nf
A 中所有“二阶好排列”的个数记为 ．依题意知， 恰好是要求的)(2 nf )(2 nf A

中“好排列”的个数． 
由题意知： 1)3(,0)2()1(,1)2(,0)1( 22211 ===== fffff ． 
以下为了叙述简便，我们把由给定的 个不同实数的所有全排列构成的集合记为

．  
k

),,2,1( nkAk L=

其次求 ． )(1 nf
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我们先来考查 与 之间的递推关系． )1(1 +kf )(1 kf
对于 中的每一个“一阶好排列”（记为 a ），我们考虑从中取出最大的数 后剩下

的 个数 按原来顺序构成的排列（记为 b ）． 
1+kA 1+ka

k kaaa ,,, 21 L

如果排列 b 是  中的“一阶好排列”，且“相邻逆序”为 ，那么，在排列 中，

的位置只能在 之间或最后； 
kA 1+> ii aa a

1+ka 1, +ii aa
如果排列 不是  中的“一阶好排列”，则排列 中“相邻逆序”的个数不为 1，显然

排列 b 中“相邻逆序”的个数不能大于 1（否则排列 不是“一阶好排列”，理由是：因为

是 中最大的数，所以排列 中“相邻逆序”的个数一定不少于排列 b 中“相邻

逆序”的个数），从而排列 b 中“相邻逆序”的个数为 0，此时排列 是一个自然排列，而排

列 是“一阶好排列”，所以 的位置不能在最后（有 种可能的位置）． 

b kA b
a 1+ka

121 , a ,, +kaa L a

b
a 1+ka k

综合上面的分析可知： ． )()(2)1( *
11 Nkkkfkf ∈+=+

则 ]1)([21)1()1( 11 ++=++++ kkfkkf ， 
所以数列 构成以}1)({ 1 +++ kkf 412)2(1 =++f 为首项、2 为公比的等比数列，所以

，即 ．  2
1 241)( −⋅=++ nnnf 12)(1 −−= nnf n

最后求 ． )(2 nf
我们先来考查 与 之间的关系． )1(2 +kf )(2 kf
对于 中的每一个“二阶好排列”（记为 ），我们考虑从中取出最大的数 后剩下

的 个数 按原来顺序构成的排列（记为 ）． 
1+kA c 1+ka

k kaaa ,,, 21 L d

如果排列 d 是  中的“二阶好排列”，且“相邻逆序”为 ，那么，在排

列 中， 的位置只能在 和 之间，或者在 和 之间，或者排在最后； 

kA 11, ++ >> jjii aaaa

c 1+ka ia 1+ia ja 1+ja

如果排列 不是  中的二阶“好排列”，则它一定是  中的“一阶好排列”，设“相

邻逆序”为 ，因为排列 是“二阶好排列”，所以 的位置不能在 和 之间，

也不能在最后，其余位置都可以，有

d kA kA

1+> ii aa c 1+ka ia 1+ia

1−k 种可能． 

综合上面的分析可知： ．  )()()1()(3)1( *
122 Nkkfkkfkf ∈−+=+

又 ，所以 ，变形可得 12)(1 −−= nnf n )12)(1()(3)1( 22 −−−+=+ kkkfkf k

1]2)1()([32)2()1( 2
2

1
2 +−⋅++=⋅+++ + kkkfkkf kk ， 

)]1(
2
12)1()([3)2)(1(

2
12)2()1( 2

1
2 +−⋅++=++−⋅+++ + kkkkfkkkkf kk ， 

所以数列 )}1(
2
12)1()({ 2 +−⋅++ kkkkf k 构成以 27)13(3

2
12)13()3( 3

2 =+××−⋅++f 为首项、

3 为公比的等比数列，所以 

3
2 327)1(

2
12)1()( −⋅=+−⋅++ nn nnnnf ， 

即 )1(
2
12)1(3)(2 ++⋅+−= nnnnf nn ． 

因此， A 中“好排列”的个数为 )1(
2
12)1(3 ++⋅+− nnn nn 个． 
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