
2011 年全国高中数学联合竞赛一试 

试题参考答案（B卷） 
说明： 

1．评阅试卷时，请严格按照本评分标准．填空题只设 8 分和 0 分两档；解答题的评阅，

请严格按照本评分标准的评分档次给分，不要增加其他中间档次． 

2．如果考生的解答方法和本解答不同，只要思路合理、步骤正确，在评卷时可参考本

评分标准适当划分档次评分，解答题第 9 题 4分为一个档次，第 10,11 题 5 分为一个档次，

不要再增加其他中间档次． 

 

一、填空题：本大题共 8小题，每小题 8分，共 64 分．把答案填在横线上． 
1．设等差数列 的前 项和为 ，若}{ na n nS 112010 =− SS ，则 =2011S             ． 

解  因为 是等差数列，所以}{ na 12009)
2

(2009 1006
20102

1201012010 ==
+

=−=− a
aa

aSSS ，

于是
2009

1
1006 =a ，所以 

2009
20112011)

2
(2011 1006

20111
2011 ==

+
= a

aa
S ． 

 
2．已知复数 z 的模为 1， 若 1zz = 和 2zz = 时|z+1+i|分别取得最大值和最小值，则

           =− 21 zz ． 

解  易知|1+i|-|z|≤|z+1+i|≤|1+i|+|z|，即 12 − ≤|z+1+i|≤ 12 + ． 

当|z+1+i|取得最大值（最小值）时， z 与 1+i 共线且方向相同（相反）． 

又 1+i +=
4

(cos2 π i )
4

sin π
，所以 +=

4
cos1

πz i
4

sin π
， +=

4
5cos2

πz i
4

5sin π
，  

所以 +=−
4

cos21

πzz i +−
4

5[cos
4

sin ππ i += 1(2]
4

5sin π i)． 

 

3．若正实数 满足ba, 2211
≤+

ba
， ，则32 )(4)( abba =− =balog        ． 

解 由 2211
≤+

ba
，得 abba 22≤+ ． 

又 23322 )(8)(24)(44)(4)( abababababbaabba =⋅⋅≥+=−+=+ ，  

即 abba 22≥+ ．                               ① 

于是  abba 22=+ ．                            ② 

再由不等式①中等号成立的条件，得 1=ab ．与②联立解得
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=
−=

,12
,12

b
a

或
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
+=

,12
,12

b
a  

故 ． 1log −=ba

 

4．把扑克牌中的 分别看作数字 1,2,…，11,12,13．现将一幅扑克牌中的KQJA ,,,,2, L
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黑桃、红桃各 13 张放在一起，从中随机取出 2 张牌，其花色相同且两个数的积是完全平方

数的概率为                      ． 

解  从 26 张牌中任意取出 2 张，共有 C 种取法．牌的花色相同且积是完全平方

数的有

3252
26 =

9412336,8216,919,414 ×=×=×=×=×= ，共有 10 对．因此，所求概率为
65
2

325
10

= ． 

5．若△ 的角 满足ABC CA, 0)1cos(cos4)cos(cos5 =+++ CACA ，则 =⋅
2

tan
2

tan CA
     ． 

解  因为  

2
tan1

2
tan1

cos
2

2

A

A

A
+

−
= ，

2
tan1

2
tan1

cos
2

2

C

C

C
+

−
= ，代入已知等式并化简整理，得 

9
2

tan
2

tan 22 =⋅
CA

．又因为
2

,
2

CA
均为锐角，所以 0

2
tan

2
tan >⋅

CA
，故 3

2
tan

2
tan =⋅

CA
．  

 

6．已知正方体 的棱长为 6， 分别是 上的点，

， 分别是线段 的中点，则异面直线 与 的距离为      

1111 DCBAABCD − NM , 111 , CBBB
211 == NBMB PS , MNAD, SP 1AC ． 

解 建立如图所示的空间直角坐标系，则 

)1,0,1(),6,6,3(),0,0,6(),6,6,0( 1 PSCA ． 

可求得： )5,6,2(),6,6,6(1 =−−= PSAC ． 

设 ),,( zyxn = 满足
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅
=⋅

,0
,01

PSn
ACn

 

所以  取
⎩
⎨
⎧

=++
=−−

,0562
,0

zyx
zyx

)8,7,1( −=n ． 

而 )0,0,3(=AS ，则异面直线 与 的距离 SP 1AC

38
114

114
3

8)7(1

|)8,7,1()0,0,3(|

||

||
222

==
+−+

−⋅
=

⋅
=

n

nASd ． 

 

7．在△ 中， 分别是 的中点，ABC FE, ABAC , ACAB
3
2

= ．若 t
CF
BE

< 恒成立，则 的最

小值为         

t

． 

解  由余弦定理得 

2222222 cos
3
2

36
25cos

3
2

9
4

4
1cos2 ACAAACACACAABAEABAEBE ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⋅−+=⋅⋅−+= ， 

2222222 cos
3
2

9
10cos

3
2

9
1cos2 ACAAACACACAACAFACAFCF ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⋅−+=⋅⋅−+= ， 

所以 
64
49

2440
151

cos2440
151

cos2440
cos2425

cos
3
2

9
10

cos
3
2

36
25

2

2

=
+
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−

−=
−
−

=
−

−
=
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A

A

A
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BE

 ， 
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故 
8
7

<
CF
BE

，从而
8
7

≥t ，即 的最小值为t
8
7
． 

 

8．抛物线 )0()
2

(22 >−= ppxpy 上动点 A 到点 的

距离的最小值记为 ，满足

)0,3(B

)( pd 2)( =pd 的所有实数 的和为            p ． 

解  设 ，则 ),( yxA

)9()3(2)
2

(2)3()3( 222222 pxpxpxpxyxAB −+−+=−+−=+−=               ① 

)
2

(,62)3( 22 pxpppx ≥+−−+=                                      ② 

（ 1 ） 若
2

3 pp ≥− ， 即 20 ≤< p ， 则 当 px −= 3 时 ， 取 得 最 小 值 ， 

．又 ，所以 ，解得：

2AB

pppd 62)]([ 22 +−= 2)( =pd 462 2 =+− pp 2,1 21 == pp ． 

（2）若
2

3 pp <− ，即 ，则当2>p
2
px = 时 取得最小值，2AB

4
)6()]([

2
2 −
=

ppd ． 

又 ，所以2)( =pd 4
4

)6( 2

=
−p

，解得 103 =p ． 

因此，满足 的所有实数 的和为：2)( =pd p 131021321 =++=++ ppp ． 

  

二、解答题：本大题共 3 小题，共 56 分．解答应写出文字说明、证明过程

或演算步骤． 

9．（本小题满分 16 分）已知实数 zyx ,, 满足： ，zyx ≥≥ 1=++ zyx ， ．求

实数

3222 =++ zyx

x 的取值范围． 

解 令 ．由 得tx +=1 1=++ zyx ytz −−= ，代入 ，得 3222 =++ zyx

0122 =−+++ tttyy ，                   ①  

方程①有实数根，所以 ，解得 0)1(4 22 ≥−+−=Δ ttt
3
22 ≤≤− t ．  

由①及 zy > 可得  
2

344,
2

344 22 tttzttty −−−−
=

−−+−
= ． 

又 ，所以 yx ≥
2

3441
2tttt −−+−

≥+ ，即 234432 ttt −−≥+ ，解得 ．  0≥t

综合可知，
3
20 ≤≤ t ，从而

3
51 ≤≤ x ． 

因此，所求实数 x 的取值范围是 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
5,1 ．  

10．（本小题满分 20 分） 

已知数列 满足：}{ na Rtta ∈−= (221 且 )1±≠t ， *)(
22

)1(2 1

1 Nn
ta

at
a

n
n

n
n

n ∈
−+

−
=

+

+ ． 

（1）求数列 的通项公式； }{ na
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（2）若 ，试比较 与 的大小． 0>t 1+na na

解  （1）由原式变形得，

2
1

1
2

)1(2
2

11
1

+
−

−=
−+

=
−+

+

n
n

n
n

n
n

n
n

n

t
a
t

a

ta
a

t
a

． 

记 nn
n b

t
a

=
−1

，则
2

2
1 +
=+

n

n
n b

b
b ， 2

1
22

1
1

1 =
−
−

=
−

=
t
t

t
a

b ．  

又 
2
11,

2
111

11

=+=
+ bbb nn

，从而有
22

1)1(11

1

nn
bbn

=⋅−+= ， 

故 
nt

a
n

n 2
1
=

−
，于是有 

n
t

a
n

n

)1(2 −
= ．  

（2）
n

t
n
t

aa
nn

nn

)1(2
1

)1(2 1

1

−
−

+
−

=−
+

+  

[ ])1)(1()1(
)1(
)1(2 11 −− ++++−++++

+
−

= nnn ttntttn
nn
t

LL  

[ ] [ ])()()1(
)1(
)1(2)1(

)1(
)1(2 11 −− −++−+−

+
−

=+++−
+
−

= nnnnnn ttttt
nn
tttnt

nn
t

LL  

[ ]13221
2

)1()1(
)1(

)1(2 −−−−− +++++++++
+
−

= nnnnn tttttt
nn
t

LLL ， 

显然在 时恒有 ，故 ． 0>t 01 >−+ nn aa nn aa >+1

 

11．（本小题满分 20 分）已知 是抛物线 上

不同的三点，△ 有两边所在的直线与抛物线 相切，证明：对不同的

， 为定值． 

),(),,(),,( 333222111 yxAyxAyxA )0(22 >= ppxy

321 AAA )0(22 >= qqyx

}3,2,1{, ∈ji )( jiji yyyy +

证  依题意有 ． 互不相等． 3,2,1,22 == ipxy ii 321 ,, yyy

不妨设 所在的直线与抛物线 相切．因为抛物线 的过原点O

的切线与抛物线 只有一个公共点，所以原点O 不能是所设内接三角形的顶点，即

． 

3221 , AAAA qyx 22 = qyx 22 =

pxy 22 =

3,2,1),0,0(),( =≠ iyx ii

因为 所在的直线与抛物线 相切，所以 不能与 轴平行，即

．  

21 AA qyx 22 = 21 AA y

2121 , yyxx −≠≠

直线 的方程为 21 AA )( 1
12

12
1 xx

xx
yy

yy −
−
−

=− ，把
p

y
x

p
y

x
2

,
2

2
2

2

2
1

1 == 代入，整理得 

21

21

21

2
yy

yy
x

yy
py

+
+

+
= ． 

直线 与抛物线 的交点的横坐标满足 21 AA qyx 22 =
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0
24

21

21

21

2 =
+

−
+

−
yy
yqy

x
yy

pqx ．          ①  

由于 所在的直线与抛物线 相切，所以方程①的判别式 21 AA qyx 22 =

0
2

4 
4

21

21

2

21

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−=Δ
yy
yqy

yy
pq

， 

化简整理得  

qpyyyy 2
2121 2)( −=+ ．         ②                   

由于 所在的直线也与抛物线 相切，同理可得 32 AA qyx 22 =

   ．         ③               qpyyyy 2
3232 2)( −=+

②-③得   0))(( 321312 =++− yyyyyy ． 
又 ，所以312 ,0 yyy ≠≠ 0321 =++ yyy ，从而 312 yyy −−= ． 

把 代入②式，整理得 ．                                  312 yyy −−= qpyyyy 2
3131 2)( −=+

因此，对不同的 jiji ≠∈ },3,2,1{, ， )( jiji yyyy + 为定值 ． qp 22−
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